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ВВЕДЕНИЕ

Понятия параболической подгруппы и параболической подалгебры играют большую роль в современной теории комплексных и вещественных групп и алгебр Ли. Эти понятия допускают целый ряд эквивалентных определений. Оставляя в стороне вещественный случай, отметим, что параболической подалгеброй комплексной алгебры Ли д обычно называют любую подалгебру р С 0, содержащую некоторую борелевскую (т.е. максимальную разрешимую) подалгебру алгебры д. В частности, р должна содержать радикал алгебры 0, что сразу сводит общую задачу описания параболических подалгебр к случаю, когда д полупроста. В полупростом же случае параболические подалгебры легко описываются в терминах систем корней (см. [1]). Соответствующие им параболические подгруппы полупростой комплексной группы Ли G можно охарактеризовать как стабилизаторы точек при транзитивных голоморфных действиях группы G на проективных алгебраических многообразиях. В частности, параболические подгруппы классических комплексных линейных групп — это стабилизаторы флагов в соответствующем векторном пространстве (или флагов, изотропных относительно инвариантной билинейной формы, заданной в этом пространстве). Следует также отметить тесную связь, существующую между параболическими подалгебрами и Z-градуировками полупростой алгебры Ли — и те, и другие находятся в соответствии с подсистемами системы простых корней этой алгебры [19].

В настоящей работе рассматриваются только конечномерные комплексные супералгебры Ли. Изучение их параболических подалгебр было начато в 80-х годах прошлого века в работах Ю.И. Манина, А.А. Воронова и И.Б. Пенкова (см. [3, 15], а также [11]). В [3, 15] рассматривался случай, когда супералгебра д является классической простой в смысле В.Г. Каца [13] (простой супералгеброй Ли с редуктивной четной частью), причем из рассмотрения исключались супералгебры Ли типов Р и А(п, п). В подражание четному случаю подалгебра р С 0 называлась параболической, если р содержит борелевскую подалгебру супералгебры Ли 0, а последняя определялась в терминах системы простых корней супералгебры Ли 0, введенной в [13]. Было установлено соответствие между параболическими подалгебрами и подсистемами этих систем простых корней, аналогичное известному в четном случае. Там же было дано специальное определение борелевских и параболических подалгебр для простых супералгебр Ли типа Q и эти подалгебры были описаны в терминах систем корней. Для классических линейных комплексных супералгебр Ли (не типов Р(п) и А(п,п)) было доказано, что их параболические подалгебры — это то же, что стабилизаторы флагов (изотропных флагов для супералгебр Ли типов В, С и D или П-симметричных флагов для супералгебр Ли типа Q) в соответствующем векторном суперпространстве.

Здесь мы исходим из другого определения параболической подалгебры су-

пералгебры Ли g, которое является очень общим и кажется нам более естественным. Оно опирается на понятие Z-градуировки. А именно с каждой Z-градуировкой g = ®kezQk связана подалгебра р = @к^одк супералгебры Ли д. Такие подалгебры и называются параболическими. Доказывается, что для простых супералгебр Ли, рассмотренных в работах [3, 15], наше определение эквивалентно определению параболических подалгебр, принятому в этих работах. Мы передоказываем результаты о классификации параболических подалгебр, полученные в [3, 15], а затем получаем аналогичную классификацию параболических подалгебр в супералгебрах Ли типов Р и А{п,п), которые в этих работах не рассматривались (некоторую информацию о боре-левских подалгебрах в супералгебрах Ли типа Р можно найти в [11]). Такая классификация проводится также для классических супералгебр Ли, близких к простым, например, для полных линейных супералгебр Ли. Заметим, что Z-градуировки простых комплексных супералгебр Ли были описаны В.Г. Кацем в [14], но связь этих результатов с параболическими подалгебрами в [3, 15] не обсуждается.

Часть результатов общего характера получена в более общей ситуации, когда g — так называемая супералгебра Ли классического типа, т.е. когда ее четная часть qq является редуктивной алгеброй Ли, а ее присоединенное представление на нечетной части gj вполне приводимо. Для этого класса супералгебр Ли предлагаемое нами определение параболической подалгебры кажется естественным (хотя, быть может, слишком широким, как показывают пример 1.5 и теорема 3.3). Кроме классических простых и близких к ним супералгебр Ли, мы рассматриваем супералгебры Ли g классического типа, для которых gj является коммутативным идеалом. Такая супералгебра Ли есть полупрямая сумма g = f 

Связь между стабилизаторами флагов и параболическими подалгебрами полной линейной супералгебры Ли при нашем определении совершенно очевидна (см. пример 1.4). Более подробно мы рассматриваем ее в гл. 4, где установлена также связь между параболическими подалгебрами супералгебр Ли типа Р и флагами, изотропными относительно инвариантной нечетной билинейной формы.

Заметим также, что понятие супералгебры Ли классического типа было введено А.Л. Онищиком в [16], где содержится также идея определения параболических подалгебр в такой супералгебре Ли в терминах градуировок, определяемых элементами подалгебры Картана ее четной части. Там же было анонсировано описание соответствующих параболических подалгебр в классических линейных супералгебрах Ли в терминах флагов (развитие этой темы

было дано в [4]). Но в общем случае (даже для простых супералгебр Ли) это определение является более узким, чем определение, рассматриваемое в настоящей работе, в котором допускаются градуировки, порожденные внешними дифференцированиями. В работах автора [5, 6] содержатся результаты, касающиеся классификации таких параболических подалгебр в супералгебрах Ли, связанных с неприводимыми линейными представлениями полупростых групп Ли; в настоящую диссертацию эти результаты не включены.

Диссертация состоит из четырех глав. Перейдем к обзору их содержания.

Глава 1 является вводной, в ней излагаются общие понятия, связанные с супералгебрами Ли и их градуировками. Описание градуировок супералгебры Ли g сводится к описанию максимальных торов в линейной алгебраической алгебре Ли t>etQg ее четных дифференцирований. Вводятся понятия системы корней и весового разложения супералгебры Ли g относительно такого максимального тора. Наконец, дается основное для дальнейшего определение параболической подалгебры супералгебры Ли д и параболические подалгебры описываются в терминах максимального тора четных дифференцирований. В частности, каждый регулярный вещественный элемент максимального тора определяет параболическую подалгебру в д, которая называется борелев-ской. Доказывается, что любая параболическая подалгебра супералгебры Ли g содержит некоторую борелевскую подалгебру, и ставится вопрос о справедливости обратного утверждения. Решению этого вопроса для классических простых супералгебр Ли будет посвящена значительная часть главы 3; там же мы увидим, что в общем случае, даже для супералгебр Ли классического типа, ответ на этот вопрос отрицателен (см. примеры 3.1 и 3.2).

Глава 2 начинается с определения супералгебр Ли классического типа. Для такой супералгебры Ли g рассматривается ее традиционное (см. [13]) корневое разложение относительно подалгебры Картана t редуктивнои алгебры Ли gg. Определяются камеры Вейля, системы положительных и неразложимых положительных корней, группы Вейля, а также введенные в [17] (в более общей ситуации) "отражения", связанные с нечетными корнями. Затем рассматривается понятие системы простых корней, введенное для классических простых супералгебр Ли В.Г. Кацем [13], и обсуждается его связь с неразложимыми положительными корнями, причем обобщаются некоторые вспомогательные результаты из [3, 15]. Доказывается также ряд лемм, посвященных максимальному тору в алгебраической линейной алгебре Ли Detgg, содержащему подалгебру adt, и, в частности, вопросу о совпадении этих подалгебр. Опираясь на эти леммы, мы вычисляем максимальный тор в fetgg для всех классических простых (и близких к ним) супералгебр Ли д. Результат состоит в том, что ad t либо совпадает с максимальным тором, либо является его подалгеброй коразмерности 1. Тем самым дается описание градуировок для этих супералгебр Ли, данное в случае простых супералгебр Ли (в несколько иных терминах и без подробных доказательств) в работе В.Г. Каца [14] (сводку результатов см. в приложении к [18]). Максимальный тор четных дифференцирований и соответствующая система корней вычисляются также

для супералгебр Ли классического типа, связанных с вполне приводимыми линейными представлениями редуктивных алгебр Ли.

Глава 3 содержит основные результаты диссертации, дающие описание параболических подалгебр во всех классических простых и близких к ним супералгебрах Ли. Она начинается с рассмотрения простых супералгебр Ли основного типа, параболические подалгебры в которых были изучены в [3, 15] с другой точки зрения. Здесь доказывается, что в этом случае определения борелевской и параболической подалгебры, данные в этих работах, эквивалентны нашим определениям. Затем подробно изучаются параболические подалгебры в супералгебрах Ли типа А, как простых, так и близких к ним. Затем исследуется случай супералгебр Ли типа Р, который является самым трудным ввиду экзотического характера систем корней, и далее более простой случай супералгебр Ли типа Q. Итоговый результат для классических простых супералгебр Ли g сформулирован в теореме 10; она утверждает, что подалгебра супералгебры Ли д является параболической тогда и только тогда, когда она содержит борелевскую подалгебру, и дает описание параболических подалгебр в терминах системы корней супералгебры Ли д относительно подалгебры Кар-тана в до- В конце главы рассматривается супералгебра Ли д = f (?PV, определяемая вполне приводимым представлением р редуктивной алгебры Ли f = go в векторном пространстве V = gj. Указывается конструкция, позволяющая расширить любую параболическую подалгебру ро С f до некоторой параболической подалгебры р С g с четной частью ро- Затем рассматривается случай, когда V — пространство голоморфных сечений однородного векторного расслоения Е 

Глава 4 посвящена интерпретации параболических подалгебр классических линейных супералгебр Ли в качестве стабилизаторов флагов. Здесь доказывается, что параболические подалгебры полной линейной супералгебры Ли glmin, где т,п > 1 и m + n > 4, содержащие центр этой супералгебры Ли (в случае т = п это условие выполнено автоматически) — это в точности стабилизаторы флагов в суперпространстве Cm'n. В случае тфп этот результат содержится в [3, 15]. Далее, параболические подалгебры супералгебры Ли р„, где п > 2, — это стабилизаторы флагов в суперпространстве Сп'п, изотропных относительно соответствующей невырожденной нечетной билинейной формы. Остальные классические линейные супералгебры Ли мы здесь не рассматриваем, так как соответствующие результаты содержатся в [3, 15].

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [5, 7, 8].

Нумерация теорем, лемм и т.д. производится в пределах каждой главы, а при ссылках впереди указывается номер главы. Например, теорема 3.5 — это теорема 5 главы 3. При ссылках на теоремы, леммы и т.д., содержащиеся в той же главе, номер главы опускается.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководителю Онищику А.Л. за постоянное внимание и всестороннюю помощь в работе.

Гл. 1. ГРАДУИРОВАННЫЕ СУПЕР АЛГЕБРЫ ЛИ И ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ ПОДАЛГЕБРЫ

§1. Предварительные сведения.

Пусть V — векторное пространство над полем К, М — абелева группа, операция в которой записывается аддитивно. Пространство V называется М-градуированным, если задано разложение в прямую сумму подпространств V = ф7ед^ Vy. Элементы подпространства V7 называются однородными степени 7- Базис пространства V называется однородным, если все его элементы однородны. Подпространство U С V называется градуированным подпространством, если U = ф7€м U-y, где Щ = U П Vy.

В дальнейшем мы будем использовать градуирующие группы М = Z и М = %2 — Ъ/2Ъ. При этом Z-градуированные векторные пространства будем называть градуированными, а йг-градуированные векторные пространства — суперпространствами. Элементы группы Z2 мы будем обозначать через 0 = 2Zh1 = 1-|-2Z. Если V = Vq 0 Vj — суперпространство, то элементы подпространства Vq называются четными, а элементы подпространства Vj

— нечетными. Положим

ГО, если ж € Vq,

Р(«) = i t _ т/

(. 1, если х € V\.

Мы пишем dim V = п\т, если dimVg = п и dim Vj = т.

Алгебра А над К называется М-градуированной алгеброй, если А

— М-градуированное пространство, причем АаАр С Аа+р, а,(3 <= М. Z-градуированная алгебра называется просто градуированной, a Z2-градуированная алгебра называется супералгеброй.

Супералгеброй Ли называется супералгебра g с операцией [ , ], удовлетворяющей условиям:

[а,6]] = 0.

Основным объектом изучения далее будут векторные пространства V и алгебры А, обладающие одновременно Z-градуировкой и Z2-rpaflynpoBKou, которые согласованы между собой в следующем смысле: любое подпространство Vi (соответственно Ai), где г 6 Z, является Z2-rpaflynpoBaHHbiM. Легко видеть, что это равносильно тому, чтобы Vq и Vj (соответственно Aq vl Ai) были Z-градуированными. Очевидно, при этом на V (соответственно А) возникает Z х Z2-rpaflynpoBKa подпространствами Vj П Vj (соответственно Ai П Aj), где г € Z, j € Z2. В этом случае мы говорим, что V — градуированное суперпространство, a A — градуированная супералгебра.

Пример 1. Пусть V — М-градуированное конечномерное векторное пространство над полем К. Тогда ассоциативная алгебра L(V) линейных преобразований пространства V становится М-градуированной алгеброй, если для любого а € М положить

L{V)a = {Х 6 L(V) | X(Vi) С Vi+a для всех * € М}. (1)

В частности, если V — суперпространство, то L(V) становится ассоциативной супералгеброй. Ее можно превратить в супералгебру Ли, заменив умножение операцией

[X,Y] =XY - (-iy(xMY)YX.

Эта супералгебра Ли обозначается через fll(V). Если выбрать в пространстве V базис еь... ,en,/i,... ,/m, такой что Vq = (еь... ,en), Vj = (/i,... ,/m), и сопоставить каждому линейному преобразованию матрицу в этом базисе, то получится изоморфизм супералгебры Ли gi(V) на супералгебру Ли gin\m{K) всех матриц порядка п + т над К.

Если пространство V является градуированным, то в L(V) также определена Z-градуировка, которая, как легко проверить, превращает L(V) в градуированную супералгебру. При этом ?ll(V) и glnim(K) становятся изоморфными друг другу градуированными супералгебрами Ли.

§2. Градуировки и дифференцирования супералгебр Ли.

В этом параграфе мы рассматриваем конечномерные суперпространства и супералгебры над полем комплексных чисел С. Их Z2-rpaflynpoBaHHbie подпространства и подалгебры будем называть просто подпространствами и подалгебрами и рассматривать как суперпространства и супералгебры с индуцированными Z2-rpaflynpoBKaMH. Кроме того, их Z-градуировки, согласованные с заданными Z2-rpaflynpoBKaMH, будем называть просто градуировками.

Дифференцированием степени s E Z2 супералгебры А называется линейное преобразование D € gl(A)s, s = 0,1, обладающее свойством

D{ab) = D{a)b + (-l)sp{a)aD(b).

Пространство дифференцирований степени s обозначается через DttaA. Нетрудно доказать, что подпространство Vtt А — ^сгдАф^ег^А С Ф(А) замкнуто относительно операции [, ] или, другими словами, является Z2-rpaflynpoBaHHofi подалгеброй в супералгебре Ли gt(A). Она называется супералгеброй дифференцирований супералгебры А, а ее элементы — дифференцированиями алгебры А.

Пример 2. Пусть g — супералгебра Ли. Каждый элемент х G g определяет дифференцирование adz 6 Uetg, заданное формулой (ada;)y = [х,у], х,у € д,

причем p(adx) = р(х). Отображение ad : g -> Detg является гомоморфизмом супералгебр Ли. Имеем

[8,adx] = a.dS(x), 8 € fletg, жбд,

так что подалгебра adg С Vetg есть идеал.

Пусть V — некоторое суперпространство. Тогда с каждой градуировкой V — фг€2 У% можно связать линейное преобразование е € Ql(V), однозначно определенное условием

е(х) = ix, если х € V,, г € Z. (2)

Оно называется градуирующим оператором. Очевидно, е — преобразование, допускающее однородный собственный базис пространства V с целочисленными собственными значениями, причем е четно, т.е. е € gt(V)o. Обратно, любой оператор е с этими свойствами является градуирующим оператором для однозначно определенной градуировки суперпространства V, в которой Vi есть собственное подпространство оператора е, отвечающее собственному значению г € Z.

Предложение 1. Градуирующий оператор супералгебры А является четным дифференцированием, т.е. принадлежит DergA Обратно, если А — супералгебра, то любое дифференцирование е € ЪгщА, допускающее однородный собственный базис и имеющее целочисленные собственные значения, является градуирующим оператором для однозначно определенной градуировки супералгебры А.

Доказательство. Если А = фг€2 ^«' — градуировка и е ? qI{A)q задан формулой (2), то для любых х € Ai, у 6 Aj имеем [х,у] 6 Ai+j, откуда

е[х,у] = (г +j)[x,y] = [tar, у] + [x,jy] = [е(ж),у] + [ж,е(у)].

Отсюда следует, что е — четное дифференцирование.

Обратно, допустим, что е — четное дифференцирование супералгебры Л, удовлетворяющее условиям предложения. Тогда имеем градуировку пространства А собственными подпространствами Л,-, i G Z оператора е. Докажем, что это градуировка супералгебры. Если х € Ai, у 6 Л_,-, то

откуда [ж, у] е Ai+j. О

Пример 3. Пусть V — градуированное суперпространство и е € gI(Vr)o — соответствующий градуирующий оператор. Тогда ade 6 VztQgl(V) — это градуирующий оператор для градуировки супералгебры Ли Ql(V), описанной в примере 1 (в случае М = Z).

Обозначим через Aut А группу всех автоморфизмов супералгебры А. Очевидно, Aut А — алгебраическая подгруппа в GL(A). Пусть А = градуировка супералгебры Л и а € Aut А. Тогда разложение А = также является градуировкой супералгебры А. Легко видеть, что если е — градуирующий оператор для первой градуировки, то вторая градуировка определяется оператором аеа~г. Таким образом, описание всех градуировок супералгебры А с точностью до ее автоморфизмов сводится к описанию дифференцирований супералгебры А, свойства которых указаны в предложении 1, с точностью до сопряжения при помощи автоморфизмов этой супералгебры. Следующее понятие играет важную роль в таком описании.

Пусть V — некоторое векторное суперпространство. Подалгебра а в алгебре Ли 0l(V)o называется торической, если она коммутативна и любой X € а допускает однородный собственный базис. Заметим, что в этом случае существует однородный собственный базис суперпространства V, являющийся собственным для всех X € а одновременно. Если f) — некоторая подалгебра алгебры Ли 0^(^)о5 то торическая подалгебра о С f) называется максимальным тором в f), если она не содержится ни в какой большей торической подалгебре, лежащей в I). Если fj — касательная алгебра некоторой связной алгебраической подгруппы Н группы GL(V) всех четных автоморфизмов суперпространства V, то все максимальные торы в f) сопряжены относительно автоморфизмов алгебры Ли f), имеющих вид

Ыд: х^дХд~\ Xeb, деН

(см. [2]). Ясно также, что любой элемент алгебры Ли f), допускающий однородный собственный базис, содержится в некотором максимальном торе этой алгебры Ли.

Далее мы будем рассматривать задачу описания градуировок в заданной конечномерной супералгебре Ли g над полем С. Пусть о — максимальный тор в алгебре Ли OetgjJ, и пусть о* — сопряженное с а векторное пространство. Для любого AGO* можно рассмотреть подпространство дл С д, заданное формулой

дл = {х G g | v(x) = X(v)x для всех v E о}.

Элемент А ? о* называется весом, если дл ф {0}, а дл называется в этом случае весовым подпространством относительно а. Обозначая через Фо множество всех весов, имеем весовое разложение

0 = ф ЯА- (3)

Это разложение записывается также в виде

9 = 9о 0 0 дл, (4)

где Ф = Фо \ {0} — множество всех корней, т.е. ненулевых весов.

Вес А € Фо называется четным, если д\ П дд Ф {0}? и нечетным, если 0А П 01 ^ {0}- Обозначая через (Фо)б и (Фо)т множества четных и нечетных весов соответственно, имеем, очевидно, Фо = (Фо)б U (^o)i-

Из теории алгебраических групп известно также, что система корней Ф порождает векторное пространство а* (см. [2]). Далее, известно, что подпространство

o(R) = {8 € а | а(8) е R Уа е Ф}

является вещественной формой коммутативной алгебры Ли о. Аналогично определим подгруппы

o(Q) = {8 € а | а(8) € Q Va e Ф}, o(Z) = {<5 € о | а(8) е Z Уа € Ф}.

Тогда в силу предложения 1 любой ? € ci(Z) определяет градуировку

jk, где gfc = ЙЧ дл- (5)

Линейная группа Aut g является алгебраической, a t>erog совпадает с ее касательной алгеброй Ли. В силу сказанного выше любой максимальный тор в $eto0 сопряжен тору о при помощи автоморфизма Int а, порожденного некоторым автоморфизмом а, лежащим в связной компоненте единицы (Autg)° группы Aut д. Остановимся подробнее на связи между весовыми разложениями (3), отвечающими различным максимальным торам. Здесь и в дальнейшем мы будем использовать следующее обозначение: для любого линейного отображения векторных пространств / : V —> W через /т : W* —у V* обозначается транспонированное (или сопряженное) отображение сопряженных пространств.

Лемма 1. Пусть д — супералгебра Ли, a — максимальный тор в fletgg, я пусть Фо — соответствующая система весов. Для любого a € Aut g обозначим через Фо систему весов, соответствующую максимальному тору a = Inta(o) = a 

д =

А€Фо

связаны соотношениями

где А = ((Int а)1")"1 (Л). 12

При этом (Int a)T переводит четные веса в четные, а нечетные — в нечетные. Доказательство. Пусть Л € Ф. Тогда для любого х € 0д имеем

8(х) = \(5)х, Sea. Значит,

Обозначая ? = а5а~х, мы можем переписать это равенство в виде ?(ф)) = \{а~1 ёа)а(х) = ((Int а)т)-1 (А))(?)а(ж), ? € а.

Таким образом, А = ((Int а)1")"1 (А) ? Фо и а(ж) € 0д, т.е. (Inta)T)~1(#o) С Фо и °(5а) С Вд. Легко видеть, что эти включения являются равенствами. ?

Следствие. При фиксированном максимальном торе п С Detgg любая градуировка супералгебры Ли g переводится в градуировку вида (5) некоторым автоморфизмом из (Autg)°. ?

§3. Параболические подалгебры.

Пусть 0 = фд.е2 0& — градуированная супералгебра Ли над полем С. Тогда ясно, что

— подалгебра алгебры д, градуированная относительно обеих градуировок последней. Подалгебра р называется параболической подалгеброй супералгебры Ли д, отвечающей заданной Z-градуировке. Мы часто будем обозначать ее через р(5), где 5 — градуирующий оператор, отвечающий этой градуировке. Очевидно, заданная градуировка супералгебры Ли 0 определяет градуировку алгебры Ли 0д подпространствами gg П0*;, к € Z. Из (6) следует, что

Отсюда видно, что рд — параболическая подалгебра в 06, если р — параболическая подалгебра в д.

Как известно, параболические подалгебры классических комплексных линейных алгебр Ли, обычно определяемые совершенно иначе, тесно связаны с флагами в соответствующих векторных пространствах. Следующий пример показывает, что такая связь существует и для супералгебр Ли, если следовать данному выше определению (подробности см. в гл. 4).

Пример 4. Пусть V — конечномерное векторное суперпространство. Флагом в V называется любая фильтрация этого пространства Z2-градуированными подпространствами V^y.

v = У(_1} 2 v(o) 2 ¦ • ¦ 2 vw 2 v(k+1) = {о}.

С каждым флагом F можно связать следующую Z2-rpaflynpoBaHHyio подалге-бру P(F) С дЦУ):

p(F) = {Xe gl(V) | X(V(i)) с V(i), i = 0,...,k}. (7)

Подалгебра p(F) является параболической. Действительно, для любого i = — 1,0,... ,к можно выбрать такое Z2-rpaflynpoBaHHoe подпространство V{ С V(i), что V{i) = Vi® V(i+1). Тогда

v = V-! е v0 e... ф vk. (8)

Полагая Vi = {0}, г ф —1,0,... ,fc, мы можем рассматривать (8) как Z-градуировку суперпространства V. Тогда формула (1) (при М = Ъ) определяет Z-градуировку супералгебры Ли Ql(V). Легко видеть, что p(F) совпадает с параболической подалгеброй, отвечающей этой градуировке. Очевидно, все подалгебры вида (7) содержат центр з супералгебры Ли gi(V): состоящий из скалярных операторов.

Пример 5. Пусть супералгебра Ли д коммутативна, т.е. [х,у] = 0 для всех х, у G Q. Тогда любая градуировка суперпространства g является градуировкой супералгебры. Отсюда видно, что любая подалгебра супералгебры Ли g является параболической.

Этот пример показывает, что данное выше определение параболической подалгебры не совпадает с обычным определением в случае, когда g — алгебра Ли, т.е. когда Q\ = {0}. Действительно, согласно этому определению, параболическая подалгебра — это подалгебра, содержащая максимальную разрешимую подалгебру, и в коммутативном случае она должна совпадать с самой алгеброй Ли.

Следующее предложение дает описание параболических подалгебр супералгебры Ли g в терминах фиксированного максимального тора о С Ъгх$д и соответствующей системы корней Ф.

Предложение 2. Любой 8 ? о(Е) определяет параболическую подалгебру супералгебры Ли д, заданную формулой

ga. (9)

Если а € Aut g, то а(р(8)) — также параболическая подалгебра и определяется по аналогичной формуле элементом 8 € п(Ш), где 8 = a8a~x и a = aaa~l, при помощи весового разложения, соответствующего тору о (см. лемму 1):

бй- (Ю)

«€Ф,а(1)>0

Любая параболическая подалгебра супералгебры Ли $ записывается в виде (10) для некоторых 8 € o(R) я а € (Aut g)°.

Доказательство. Из определения (6) параболической подалгебры, разложения (4) и формулы (5) ясно, что для любого 8 € a(Z) формула (9) задает параболическую подалгебру. Если 8 € o(Q), то существует такое натуральное число N, что N8 € a(Z). Очевидно, р(8) = p(N8), так что наше утверждение верно и для 8 € a(Q). Наконец, если 8 € о(Е), то ясно, что можно выбрать такой $о ? a(Q), что множества корней, равных 0 (или принимающих положительные значения) на 8 и So, совпадают. Тогда р(8) = р($о) есть параболическая подалгебра. Тем самым первое утверждение доказано. Ясно также, что любая параболическая подалгебра, связанная с градуировкой, которая определяется градуирующим оператором 8 € о, имеет вид (9). Формула (10) следует из леммы 1, а последнее утверждение — из сопряженности максимальных торов при помощи автоморфизмов из (Autg)°. ?

Параболические подалгебры, определяемые элементами 8 G o(R), т.е. имеющие вид (9), называются подалгебрами, параболическими относительно o(R).

Элемент 8 ? o(R) называется регулярным, если а(8) ф 0 для всех а € Ф, и сингулярным в противном случае. Очевидно, сингулярные элементы — это элементы, лежащие на гиперплоскостях

La = {8 е o(R) | а(6) =0}, а е Ф, а множество всех регулярных элементов имеет вид

o(R)reg = o(K)\ U La.

Связные компоненты множества o(E)reg будем называть камерами.

Пусть ео — фиксированный регулярный элемент. Тогда Ф = Ф+ U Ф_, где

Ф+ = {а € Ф | а(е0) > 0}, Ф_ = {а € Ф | а(е0) < 0}.

Очевидно, любой элемент е, лежащий в той же камере, что и ео, определяет то же самое разбиение системы корней. Множества Ф+ и Ф_ называются соответственно системами положительных и отрицательных корней (относительно данного регулярного элемента или данной камеры). Параболическая

подалгебра, определяемая регулярным элементом ео, также зависит только от содержащей его камеры и имеет вид

3- (И)

Такие подалгебры называются борелевскими (точнее, борелевскими относительно о(

Предложение 3. Любая подалгебра супералгебры Ли д, параболическая относительно o(R), содержит подалгебру, борелевскую относительно o(R).

Доказательство. Пусть дана параболическая подалгебра р = р(8), где 8 € o(R) (см. (9)). Положим Ф' = {а 6 Ф | а(8) < 0}. Тогда найдется окрестность элемента 8 в пространстве a(R), во всех точках которой все корни из Ф' отрицательны. Очевидно, в этой окрестности найдется регулярная точка е. Если a € Ф и а(е) > 0, то а ? Ф', т.е. а{8) > 0. Следовательно, р(е) Ср. О

Естественно возникает вопрос: верно ли, что любая подалгебра супералгебры Ли д, содержащая ее борелевскую подалгебру, является параболической? В главе 3 этот вопрос будет решен положительно в частности для так называемых классических простых супералгебр Ли. Как показывают примеры 3.1 и 3.2, в общем случае (даже для супералгебр Ли классического типа, которые будут определены в §2.1) ответ на этот вопрос отрицателен.

Фиксируем опять некоторый регулярный элемент Sq € п{Ж) и рассмотрим соответствующую систему положительных корней Ф+. Корень а ? Ф-|_ называется неразложимым, если его нельзя представить в виде а = (3 + 7, где /3,7 € Ф+- Обозначим через Ф множество всех неразложимых положительных корней.

Предложение 4. Множество Ф+ совпадает с множеством всех корней а € Ф, представимых в виде

<* =

где к-у € Z, к-у > 0.

Доказательство. Очевидно, любой a € Ф, представимый в виде (12), лежит в Ф-1-. Обратное утверждение мы докажем с помощью индукции по конечному множеству положительных чисел {а(ео) | а € Ф+}- Если а € Ф-). и значение а(ео) является минимальным возможным, то ясно, что а € Ф, так что наше утверждение верно. Пусть теперь а ? Ф+, причем наше утверждение верно для всех таких (3 € Ф+, что (3(ео) < а(ео). Можно считать, что а разложим, т.е. что a = /? + 7> гДе /?>7 € Ф+. Но тогда /3(ео), 7(?о) < «(^о)? так что для /? и 7 наше утверждение верно. Очевидно, тогда оно верно и для a. D

Заметим, что понятия весового разложения, системы корней, регулярного элемента, подсистемы положительных корней и др. можно рассматривать

относительно произвольной, не обязательно максимальной, торической подалгебры в алгебре Ли четных дифференцирований, причем простейшие свойства этих понятий при этом сохраняются. Например, в гл. 2 мы будем рассматривать такие понятия в случае, когда g — супералгебра Ли классического типа, а торическая подалгебра имеет вид adt, где t — подалгебра Картана в gg-

